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Ce probleme porte sur l'analyse de Fourier, dans un cadre discret, puis continu. La partie 1
est indépendante des parties 2 et 3.

Partie 1 : Transformée de Fourier discrete

On fixe un entier N > 1. Pour un vecteur de nombres complexes x = (zq,...,xx_1) € CV,
on pose pour tout 0 < k< N —1

|
Yp = —F— Z Tpe N (012 = —1)
N n=0

et on définit D(z) = (yo,...,yn—_1) € CV la transformée de Fourier discréte de x. Pour simplifier
les notations on posera ( = e I,

. . N . —T .
Si A € M,(C) est une matrice a coeflicients complexes, on note A* = A la transposée de
la conjuguée de A. On rappelle que si a = (a;)Y; est une suite de N nombres complexes, la

matrice de Vandermonde V' («) est définie par V(o) = (a?il)lgiJ‘gN et

det(V(a)) = H (0 — ag).

1<i<j<N

1. Montrer que D est une transformation linéaire de CV dans lui méme, et exprimer sa matrice
dans la base canonique, qui sera notée U.
N—-1
2. Un entier ¢ = 0 étant fixé, calculer Z ("1 en fonction de q.
n=0
3. Calculer U*U. En déduire que D est inversible et donner I’expression de D~ 1.
4. Calculer D? puis D*. En déduire que U est diagonalisable et que ses valeurs propres appar-
tiennent & l'ensemble {1, —1,1i, —i}.

Dans toute la suite de cette partie nous supposerons que N est impair et notre objectif est de

déterminer la dimension des espaces propres de U. Pour o € C on note m,, = dim(ker(U — aly)).

N(N —1)?
5. (a) Montrer que 2 (k+4¢) = %
0<<k<N-1
(b) Montrer que det(U) = N-FiT (— s

kE—¢
(2 sin 71-(]\7)) .
0<f<k<N-1
N-1 o
6. On pose S = Z ¢“". Montrer que |S| = v/N.
£=0
7. En déduire que :

(my—m_1)*+ (mi—m_;)* =1
et qu’il existe des nombres € € {—1,+1} et 1 € {1,i} tels que S = env/N.

8. En considérant la matrice U2, montrer que

mi+m_1—m;—m_; = 1.



9. Montrer que :
— siN=1[4] alorsn=1;
— si N =3[4] alors n =1i.

(N=1)
10. Montrer que det(U) = i ¢ et en déduire la valeur de ¢ en fonction de N.

11. Conclure que, en posant M = |N /4], on a

m=M+letm_1=m=m_;=Msi N=1[4],
my=m_y=m_j=M+1etm;=Msi N=3[4].

Note : la somme S a été introduite et longuement étudiée par Gauss, qui en a déterminé la valeur.
Partie 2 : Transformée de Fourier sur R.

On introduit I'espace de Schwartz

S=8R) = {ue C*(R,C), Va, B € N, sup

zeR

zu(® (m)' < oo} .

Si u est une fonction de S on définit sa transformée de Fourier, notée Fu ou & (ou parfois

—

abusivement u(z) ou F(u(x)) ) par :
+0o0

VyeR, u(y) = J u(z)e ™Y dy,

—0o0
+oo
On rappelle que f e ¥ dx = /7.

—00
On pourra librement utiliser la version suivante du théoréme de Fubini : soit f : R? — C est
une fonction continue telle qu’il existe des fonctions continues et intégrables ¢ et ¥ sur R telles

que pour tout (x,y) € R?, on ait |f(x,y)| < () (y), alors

J_OOOO (Jio f(a:,y)dy> dx = f; (f; f(m,y)dx) dy.

12. Montrer que si u est une fonction continue et intégrable sur R, alors 7 est bien définie sur R,

continue et uniformément bornée.

13. Montrer que pour u € S et pour tout o € N, @ est de classe C“ et
al® = F((=2irz)%u(z)).
14. Montrer que si u € S et a € N alors F (u(o‘)) est bien définie et
Vy e R, ul®)(y) = (2imy)*aly).

15. Déduire des questions précédentes que si u € S alors u € S.



2 ~
T appartient a S et que W = w.

16. Montrer que la fonction w : x — e~
~ A
w
(indication : on pourra calculer <) )
w
17. Démontrer que pour tous u,v € S on a
+0o0 +0o0
| awrewis = | ity
-0 -
on justifiera que ces intégrales sont bien définies).
stifi intégral bien défini
18. Pour u € §, montrer la relation
+o0 s +o0 )
f U(y)e ™Y e 2T gy — f u(ty — x)e” ™ dy.
—0 —0

19. En déduire que F o F(u)(xz) = u(—=x). Conclure que F réalise une bijection de S dans lui

meéme et exprimer son inverse.

Partie 3 : Théoréme de De Moivre-Laplace.

On admettra qu'il existe un espace probabilisé (€2, A, P) sur lequel toutes les variables aléatoires
considérées dans la suite sont définies, et on notera E(-) I'espérance d’une variable aléatoire définie

sur (Q, A, P), & valeurs réelles ou complexes.

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, suivant une loi de Bernoulli de

parametre p, avec 0 < p < 1. Pour n > 1 on pose
n
Sp= Y Xy et S} = ——(Sp —np).
k=1

20. Calculer 'espérance et la variance de S,,.

z n
21. Si z est un nombre complexe, montrer que (1 + 7> tend vers e quand n — 0.
n
. . . . s o2 n n
(indication : on pourra montrer I'inégalité |e* — (1+ 2)"| < el — (1+ %l) )

22. Montrer que pour tout t € R,

. 2,2
E <6—217rt5';’) 6—271' =
n—0o0

23. En utilisant les résultats de la partie 2, conclure que si ¢ est une fonction de S, on a

E (p(S3) — % f_ o(t)e" 2t

n—o0

OO0
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