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L’objet de ce probleme est 'utilisation de techniques de séries entiéres pour ’estimation
asymptotique de certaines quantités combinatoires. Le probleme comporte trois parties qui sont
largement indépendantes, néanmoins on peut étre amené dans une partie a utiliser les résultats

principaux des précédentes.

Partie 1 : Polynémes de Bernstein

Etant donnée une fonction continue f : [0,1] — R, on définit son module de continuité w par
w() =sup {|f(z) = f(y)|, (z,y)€[0,1]*, |z —y| < 4}.

On pose également | f|,, = sup,efo,17 |f(@)]-

Pour tous n = 0 et 0 < k < n on pose By, x(x) = (Z) 2F(1 — 2)"~*. Cette famille s’appelle
la famille des polynomes de Bernstein.

Pour z € [0,1] et n € N, on considere une suite (X;);=1,... », de variables aléatoires de Bernoulli

indépendantes de parametre = : P(X; = 1) = 2, P(X; = 0) = 1 — 2. On pose
Ba5)@) =7 (22)] ovsu = 31x
n xr) = - u Op = B
n i=1
1. Montrer que le module de continuité w est un nombre réel bien défini, et qu’il vérifie

(%1_1)% w(d) = 0.

2. Montrer que pour tout n > 0, la famille (B, 1 )o<k<n €st une base de 'espace des polynomes
réels de degré inférieur ou égal a n.

(Indication : on pourra s’intéresser au comportement de By, () au voisinage de z = 0.)
3. Montrer que B, (f) est un polynéme de degré n en z, que 'on exprimera en fonction des B,, .

4. Montrer que
Bu(@) - @)l < @) + 2117 (|2 o] > 5).
puis
BA(F)@) ~ Fla)| <wa) + Lz

5. En déduire le théoréme de Weierstrass : pour tout segment [a,b] de R et toute fonction

continue f sur [a,b], il existe une suite de polynomes (P,) telle que | f — P,|,, — 0 quand

n — 0.

Partie 2 : Théoréme de Hardy-Littlewood

On considere dans cette partie une série entiere @ coefficients positifs > n>0 anx™, de rayon
de convergence égal & 1, dont la somme sera notée f(z). On s’intéresse aux relations entre le
comportement de f(z) lorsque z — 1 et et la suite des coefficients (ay,).



6. Considérons une autre série entiere a coefficients positifs Y}, _, b,2™ de rayon 1 dont la somme

est notée g. On suppose que lim,_,;- g(z) = +00. Montrer que

an ~ by = f(z) ~ g(x). (1)

n—o0 r—1—

(Indication : pour £ > 0, on introduira un entier N tel que pour tout n = N, |a,, — b,| < eby,

et on considerera la différence |f(x) — g(x)].)

n
7. On pose s, = Z ar. Montrer que
k=0

(1)

1
~ — ~ .
sn ~ n=>[(z) T

8. L’objet de cette question est d’établir la réciproque de la propriété (f), due a Hardy et
Littlewood.
On se donne donc (a,)n>0 une suite & termes positifs telle que la série entiere f(z) =
Yo an™ est de rayon 1 et f(z) ~ == quand z — 1. Pour N > 0 on pose sy = SN s
et I'objectif est de démontrer que sy ~ N quand N — 0.

(a) Soit ¢ la fonction sur [0, 1] définie par

pt)=0si0<t<e!
pt)y=1/tsiet <t<1

Montrer que pour tout € > 0 il existe des polynomes P~ et P tels que :
1

P~ <p< P sur[0,1], et f (Pt (x) — P~ (x))dz < e.
0

(b) Montrer que pour tout polynéme réel P on a

rx—1

lim (1 — ) Z anz" P(z"™) = J P(t)dt.
n=0

(Indication : on pourra d’abord considérer le cas d'un monéme. )

(¢) En déduire que

18

lim(l —2) » a,z™p(z™) =1
rz—1

n=0

(d) En considérant z = e~'/N démontrer le résultat souhaité.

9. Montrer que la réciproque de () est fausse : construire une série entiere a termes positifs (a,,)

telle que f(z) = Y anz™ ~ 1= quand z — 1 mais (a,,) ne tend pas vers 1.



Partie 3 : Une application

Etant donné un entier ¢ > 1, on appelle partition de g toute suite finie d’entiers (k1,..., k)
telle que 1 < k1 < --- < k. et >._, k; = g. Une partition (ki,...,k,) est dite distincte si
k1 < --- < k,. L'entier r est le nombre d’éléments de cette partition.

Pour x € R et n € N*, on pose
n 2k . e ok
pe =11 (1+5) et f) = Jim fule) - 1 (1+%)
(si cette limite existe).

10. Montrer que pour tout z €] — 1,1[, la suite (fn(x))n>1 converge et que f(z) est un réel

strictement positif.
dn
11. On écrit f,(x) sous la forme f,(x) = Z aqnx?. Montrer que quand ¢ > 0 est fixé et n tend
q=0
vers Uinfini, la suite (a,,,) converge vers une limite a, et que pour tout ¢ > 1

1
a5 =

ol la somme porte sur 'ensemble des partitions distinctes (kq, ..., k) de q.

12. (a) Soit P(g,r) le nombre de partitions de ¢ & r éléments. Montrer que P(g,r) < (q)
r

(Indication : pour une partition (ki,...,k,) on pourra considérer les entiers ki, k +
kayoooski 4o+ k)

P(q,7)
L

a
(b) Montrer que a, < Z:l o
r=

(¢) En déduire que pour tout € > 0 il existe une constante C; telle que pour tout g,
ag < C(1+¢)%.

(indication : on pourra, en la justifiant, utiliser une inégalité du type r! = Ck", ou C et

k seront judicieusement choisis)

13. Démontrer que la série entiere Zq>0 aqz? est de rayon 1, et que pour tout z €] —1,1[, on a
[ee]
flz) = Z agzd.
q=0

14. Montrer que quand x — 1 on a

k

éln (1+9;> = —In(l—2) — 7+ o(1),



ou 7 est la constante d’Euler, définie par

v = lim ( — 1nn> .
n—oo

1 _
g(a0+-~-+aq)q_)—o>oe .

ke
nat
el

En déduire que

Note : par une analyse plus poussée on pourrait montrer que a; — e~ quand ¢ — 0.

OO0
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