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Ce probléme porte sur le développement des nombres réels sous la forme de fraction continue.
Une fraction continue est une expression de la forme
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ol (@n)nz0 est une suite finie ou infinie de nombres réels. Dans le cas ou la suite est finie, on

notera
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On notera S ’ensemble des suites d’entiers (ap)n>0 telles que a, = 1 pour tout n > 1. En général
la suite (an) est choisie dans S, néanmoins il pourra étre utile par endroits de prendre pour (a,)
une suite quelconque.

On notera également |z| la partie entiere de z € R.

Partie 1 : Convergence des fractions continues

On se donne une suite (an)n>0 dans S.

1. Montrer qu'il existe des suites d’entiers (pn)n>0 €t (gn)ns0 telles que pour tout n > 1
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En déduire une relation de récurrence entre p,i1, Pn et pn—1 (respectivement gni1, ¢n €t
gn—1). Montrer également que (g,,) est strictement croissante.
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2. Montrer que pour n > 1 et tout & > 0 on a la relation [ag;ay, . .., an + o] = 222 Pr gy
Gn-10 + gn,
déduire que [ag;ai,...,an_1,0,] = Dn
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4. Montrer que les suites % et fl’z"—:i sont strictement monotones et convergent vers la méme
n o
limite qui sera notée x.

5. Montrer qu’il existe une infinité de couples d’entiers (p, ¢) € Z x N* tels que
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6. En déduire que z est irrationnel (z ¢ Q).
On notera dans la suite z = [ag;ai,. .., an,...] = FC((an)ns0)-
1++/5

7. Exemple : montrer que [1;1,1,...,1,...] = T
Pour cela on pourra étudier les puissances de la matrice (1), et ses liens avec la suite de

Fibonacci (F,)n>0 définie par Fy = 0, F; = 1 et Fhyo = F, + F,1 pour tout n = 0, et
montrer qu’il existe des constantes a, 8, 71 et 2 telles que F,, = ar + frfy (il n’est pas
forcément utile de les calculer toutes).



Partie 2 : Développement d’un irrationnel en fraction continue

Dans cette partie on se donne = € R\Q et on cherche & écrire z sous la forme d’un développement
en fraction continue : £ = [ag;a1,---,0n,.--], OU (@n)n>o appartient & S. En remplagant = par
T — ag nous supposerons dans toute cette partie que z € [0, 1] et nous poserons ap = ag(z) = 0.

T(z)zé—llJ.

X

On pose

On pose également T%(z) = z, T'(z) = T(x) et pour tout j > 2, T9(z) = To---oT(x) (j termes).

8. Représenter le graphe de la fonction 7.

9. Montrer que 77(z) est bien défini pour tout 5 > 0.

10. Pour tout j > 1 on pose a;j(z) = l J (on rappelle que z € [0, 1[). Montrer que la suite

1
Ti-Y(z)
(a;(x));»0 appartient & S, et que pour tout n = 1 on a

x = [0;01(2), ..., an-1(2), an(z) + T"(z)].
En déduire que pour tout p = 1 on a
[0;a1(2), .., a2 (z)] <z < [0;a1(x),...,a2-1(x)].

11. En utilisant les résultats de la premiére partie, en déduire que £ = FC((an())nz0)-

12. Exemple : une approximation de m utilisée depuis plus de 2000 ans est 7 ~ [3;7] = 2—72-

(a) Montrer que
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(b) En déduire que
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Partie 3 : Fractions continues périodiques

On dit qu'un nombre réel o est quadratique s'il est irrationnel, et s’il est de plus solution
d’une équation de degré 2 & coefficients rationnels, c’est & dire qu’il existe (a,b,c) € Q® avec
a # 0, tel que aa® + ba +c= 0.

13. Montrer que si « est quadratique, alors é est quadratique, et pour tout (r,8) € Q* xQ, ra+s
est quadratique.
14. (a) Montrer que si la suite (a,) est périodique, c’est & dire qu'il existe p > 1 tel que pour
tout n o & Gpyp = g, alors FC((an)n=0) est un nombre quadratique.
(indication : on pourra considérer la fonction z — [ag; @1, ... ,an + ])
(b) Montrer qu’il en est de méme si la suite (an) est périodique au deld d’un certain rang
(i.e. Gnip = an pour n = ng).



15. Soient a et b des entiers strictement positifs.
(a) Montrer que (a + b)? + 4 n’est pas le carré d’un nombre entier.
(b) Montrer que ’équation z2? + (b — a)z — ab — 1 = 0 admet deux solutions irrationnelles
dont exactement une est positive. On la notera zg.

{(c) Montrer que le développement en fraction continue de zy est périodique au dela d’un

certain rang.
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(indication : montrer que xg satisfait la relation g = a +

)

Un théoreéme de Lagrange affirme que plus généralement tout irrationnel quadratique admet un
développement en fraction continue périodique au dela d’un certain rang.

Partie 4 : Approximation diophantienne
Il découle des résultats des parties 1 et 2 que pour tout nombre z € R\Q il existe une infinité
1
de couples (p,q) € Z x N* tels que ‘:L’ _P < =5 (noter que dans cette estimation on ne perd
q q

rien a supposer que la fraction % est irréductible). Dans cette partie nous allons montrer que ce
résultat est optimal.

Si I est un intervalle de R on note |I| la longueur de I (par exemple pour I = [a,b], |I]| = b—a).
On dit qu’un sous ensemble A c R est négligeable si pour tout € > 0 il existe une suite d’intervalles
ouverts (I)nzo telle que A < (50 In €t Yoo

o [Inl < €. On pourra utiliser sans démonstration
le fait qu’un ouvert non vide de R n’est pas négligeable.

16. Montrer que Q est négligeable. En déduire que R\Q ne Vest pas.

17. Soient C et § des constantes strictement positives qui seront fixées dans toute la suite du
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probléme. On introduit 'ensemble

L= {:1: € [0, 1], il existe une infinité de (p, q) € Z x N* tels que |z — p

ainsi que pour g € N* fixé

Ly = {:v € [0,1], il existe p € Z tel que
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(a) Exprimer £ en fonction des £, & 'aide des symboles U et .

(b) En déduire que L est négligeable.
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