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Ce probléeme porte sur plusieurs aspects de la notion d’interpolation polynomiale.

Si n est un entier poéitif, on note R, [X] lespace vectoriel des polyndémes de degré inférieur
ou égal & n, & coefficients réels.

Si g est une fonction continue sur le segment [a, b] on note ||g|| [a,5] 5& NoTMe uniforme, & savoir
I9lia,8 = sup {ig(x)], = € [a,b]}.

Partie 1 : Polynéme d’interpolation de Lagrange

Soient xp, ..., T, des nombres réels distincts. On définit une application F : R,[X] — R"*!
par ’
E(P) = (P(xo), P(z1), ..., Plzs)).

1. Vérifier que E est une application linéaire.

2. Montrer que E est injective. En déduire que pour tout {yg,...,¥n) € R®! il existe un unique
polynéme P e R, [X] tel que pour tout 0 < i < n, P(z;) = .
Par définition P est le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux données (zg, ..., Ty )
et (Y0y-- 5 ¥n)-

3. a. Montrer que la famille de polynémes (L; )< j<n définie par

i=0,isj (x5 — i)

est une base de K, [X].

b. Exprimer le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux données (z;) et (y;) en
fonction des Lj.

4. Soit V(z) € My+:(R) la matrice de Vandermonde, définie par V{(z) = (aff Yosi,j<n
a. Déduire des questions précédentes que le déterminant det{V(z)) est non nul (on ne de-
mande pas de préciser sa valeur}.

b. Expliguer comment utiliser les polyndmes de Lagrange pour calculer V (z)~, et détailler
le calcul pour n = 2 (on pourra noter D = (z1 — zo)(xa — xo) (22 — 21)).

Partie 2 : Convergence des polyndmes d’interpolation

Dans cette partie on se donne une fonction f de classe C® sur un segment [a, b] avec a << b. On
considére une suite (2 }nzo de réels distincts appartenant & [a, b] et on note P,{X) le polynéme
d’interpolation de Lagrange de degré n tel que pour 0 < ¢ < n, P,(z;) = f(x;). On pose
égalemnent T, 1(X) = [y (X — z).

5. Soit g une fonction p fois dérivable sur [a,b]. On suppose qu'il existe p+ 1 points ¢y < ¢ <
- < ¢p de [a,b] tels que g(c;) = 0. Montrer qu’il existe ¢ €]cg, cp[ tel que g® (&) = 0.

{Indication : on pourra raisonner par récurrence sur p.)




. Montrer que pour tout z € [a,b] il existe & € [a, b] tel que

@) = Pale) = Ty gppilen (@)F D 6)

(Indication : « étant fizé ef distinct des x;, on pourra introduire la fonction g définie par
g{t) = f(£) — Pu(t) — AlL, 1 (t), otr A est 'unique réel tel que g(z)=0.)

Soit ¢ = Sy g anz™ une fonction développable en série entiere de rayon R > 0. On fixe
deux réels r et B tels que 0 < r < R < R'. L'objectif de cette question est de trouver une
majoration de Hg{k) H[ e’

a. Montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout n = 0, lan| € CRT™.

b. Déterminer la dérivée d’'ordre k de z — (1 — —R)fl.

c. Montrer gue pour tout & = 0,

Wl < e

. On suppose que f est développable en série entitre de rayon R’ > 2(b— a) autour du point

“T”’. Montrer que la suite de polynomes (F,) converge uniformément vers f sur [a,b].

Montrer que si f est développable en série entiére de rayon infini autour de 0, alors la suite
de polyndémes (F,} converge uniformément vers f sur tout segment de R.

Partie 3 : Divergence des polyndmes d’interpolation

sur intervalle [—a, a], olt a > 1 est un entier positif fixé. Pour —n < k < n, on pose Ty = "

Dans cette partie on s’intéresse & approximation de la fonction
L —
! z2+1

ak
n

On note pn{X) le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré 2n qui interpole f aux (2n+1)
points zy, Cest & dire tel que pour —n < k < 7, Po(zr) = f(z1). On pose également m, (X} =

ng:—n (X - Ik)

10. Montrer que p,(—X) = pp(X).

11.

12,

Montrer qu’il existe un polyndme ¢ de degré 1 tel que p, (X)(X 24+ 1) =1 = g{X)m(X), puis
en déduire que g(X) = ¢X pour un réel ¢ # 0.

Montrer que
(="
1hia (1+ 25
(Indication : on pourre évaluer Uégalité po(X)(X® +1) =1 = ¢Xma(X) en un point bien
choisi.)

En déduire que pour tout z € [—a, a]

1 z? L a?k?
pa() = 3:2+1‘ T2 1P (;ln

2
e —
n2

B é In (1 n “:;2)) (1)

4




nN—00
A}

a4 < a?k?
13. Déterminer lim — Z In (1 + —2)
n

14. Soit y € [0, 1] un nombre irrationnel. Pour n = 1 on pose dist(ny, Z) = inf {|ny — k|, ke Z}
Montrer qu'il existe une infinité d’entiers n tels que dist(ny, 7) = y/10.

(Indication : on pourra considérer la suite (ny modulo 1),20.)

15. On fixe z € [0, a] un nombre irrationnel. On rappelle que @ est un entler.
3

(2) Montrer que I'intégrale J In |2 — ¢] dt est bien définie et la calculer.
0

(b) Soit k, le plus grand euntier & tel que % < z. Montrer Uencadrement

aks/n
- j Injx — £ dt
0

o ¥t ‘ ak
— Z Il — —
n = n

On admettra que de maniére similaire on a,

Eha':c— aka
n

).

a
<max | |—Inz|,
7 n

n—1 a
k kr+1
g Z Inlz— = —.[ In|z—t|dt émax(|a1na|,glnw—~mu).
n kefotl n alkz+1)/n 1 n n

¢) En utilisant la question 14, montrer qu’il existe une suite extraite (n;),=q telle que
373

nj
.oa
lim — In
Hm -
UnSaRLs Jw]

ak
a:— —_—
i

1/

=f In|z — ¢t} dt.
0

16. Dans cette question on prend a = 5 et on admet que

5 5 5
J 1n|5—t[dt+j 1n\5+t|dt—f In(1+#)dt>0.
0 0 0

Montrer que la suite (pn Jn»1 De converge pas simplement vers f sur [—5, 5.
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