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Ce sujet comporte un exercice et un problème indépendants. La clarté et la concision de la

rédaction entreront pour une grande part dans la notation des copies.

Exercice : analyse.

Pour x P R et a ą 0 on pose

fapxq “
8
ÿ

n“1

xn

na
.

1. Déterminer en fonction de a le domaine de définition Da de la fonction fa.

2. Montrer que pour tout a ą 0, fa est de classe C8 sur s ´ 1, 1r.

3. Déterminer l’ensemble E1 des valeurs de a telles que fa est continue à gauche en 1.

4. Montrer que si a R E1 on a limxÑ1´ fpxq “ `8.

5. Déterminer l’ensemble E´1 des valeurs de a telles que fa est continue à droite en ´1.

6. Déterminer l’ensemble E1´1 des valeurs de a telles que fa est dérivable à droite en ´1.

7. On admet que f2p1q “
π2

6
. Calculer f2p´1q et f 12p´1q.

˛

Problème : algèbre linéaire.

On note Mm,npRq l’espace vectoriel des matrices réelles à m lignes et n colonnes, et MnpRq “
Mn,npRq. La transposée d’une matrice M est notée Mᵀ, la trace d’une matrice carrée est notée

trpMq, et son spectre est noté SppMq.

Partie 1 : Étude des endomorphismes et matrices de rang 1

1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E de rang 1.

Montrer qu’il existe une forme linéaire λ : E Ñ R et un vecteur y P E, tous deux non nuls,

tels que pour tout x P E on a upxq “ λpxqy.

2. Montrer que si A P MnpRq est une matrice de rang 1, il existe Y P Mn,1pRqz t0u et Λ P

Mn,1pRqz t0u A “ Y Λᵀ.

3. Dans cette question on considère une matrice A PMnpRq de rang 1 et on étudie sa diagona-

lisabilité.

a. Montrer que si A est diagonalisable, alors trpAq ‰ 0.

b. Montrer que trpAq est valeur propre de A (on pourra calculer AY , où A “ Y Λᵀ).

c. En déduire que si trpAq ‰ 0, alors A est diagonalisable.
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Partie 2 : Un endomorphisme de MnpRq

Dans cette partie, pour une matrice A PMnpRq, on s’intéresse à l’application

φA : MnpRq ÝÑMnpRq

M ÝÑ AM .

4. Montrer que φA est linéaire, et qu’elle est inversible si et seulement si A l’est.

5. a. Soit λ P R. On suppose qu’il existe une matrice M PMnpRq non nulle telle que φApMq “

λM . Montrer que la matrice A´ λIn n’est pas inversible.

b. En déduire que SppφAq Ă SppAq.

6. a. Soit maintenant λ une valeur propre de A, X un vecteur propre associé, et M une matrice

de rang 1 d’image VectpXq. Montrer que M est vecteur propre de φA.

b. En déduire que SppφAq “ SppAq.

c. Déterminer l’espace propre de φA associé à la valeur propre λ et calculer sa dimension.

7. Montrer que si A est diagonalisable, alors φA l’est également.

Partie 3 : Endomorphismes de MnpRq conservant le rang

Dans cette partie on étudie les endomorphismes de MnpRq qui conservent le rang, c’est à dire

tels que pour tout M P MnpRq on a rgpφpMqq “ rgpMq. On rappelle de la question 2 que si

A PMnpRq est de rang 1, alors il existe des vecteurs colonnes U et V dans Mn,1pRq non nuls tels

que A “ UV ᵀ. Si u et v sont des vecteurs non nuls d’un espace vectoriel E, on notera u � v (“u

parallèle à v”) s’il existe un scalaire c P R non nul telle que u “ cv.

Questions préliminaires :

8. Montrer que deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel de dimension finie sont

proportionnelles si et seulement si elles ont le même noyau.

9. Soient A1 et A2 des matrices de rang 1. On suppose que A1 `A2 est de rang 1. Montrer que

pour i “ 1, 2 on a Ai “ UiV
ᵀ
i avec U1 � U2 ou V1 � V2.

10. Montrer que tout endomorphisme φ : MnpRq Ñ MnpRq qui conserve le rang est un isomor-

phisme.

On fixe maintenant un endomorphisme φ : MnpRq ÑMnpRq qui préserve le rang.

11. On se donne V P Mn,1pRq non nul et deux matrices de rang 1 de la forme A1 “ U1V
ᵀ et

A2 “ U2V
ᵀ, avec pU1, U2q P MnpRq2 et U1 non proportionnel à U2. Montrer qu’il existe

des vecteurs colonnes U1, U2, V 1 et V 2 non nuls dans Mn,1pRq tels que φpA1q “ U1V
ᵀ
1 et

φpA2q “ U2V
ᵀ
2 , et U1 � U2 ou V 1 � V 2 mais pas les deux à la fois.

Dans la suite on suppose que V 1 � V 2.
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12. On se donne maintenant un troisième vecteur U3 PMn,1pRqz t0u et on note φpU3V
ᵀq “ U3V

ᵀ
3 .

a. Montrer qu’on a soit U1 � U3, soit V 1 � V 3.

b. En raisonnant par l’absurde, en déduire que nécessairement V 1 � V 3.

13. Conclure qu’il existe une matrice inversible A P MnpRq et un vecteur colonne V non nul tel

que pour tout U PMn,1pRq, φpUV ᵀq “ AUV
ᵀ
.

Maintenant on fixe U PMn,1pRqz t0u et on fait varier V . On pose AU “ U .

14. Soit V2 PMn,1pRq non nul et non parallèle à V (vecteur qui a été fixé à la question 11).

a. Montrer que φpUV ᵀ ` UV ᵀ
2 q “ U V

ᵀ
` U2V

ᵀ
2 , avec U � U2 ou V � V 2 mais pas les deux

à la fois.

b. Supposons que V � V 2. Montrer qu’il existe un vecteur colonne U0 tel que φpU0V
ᵀq “

φpUV ᵀ
2 q et en déduire une contradiction. Ainsi U � U2.

15. En déduire qu’il existe une matrice inversible B telle que pour tous pU, V q P Mn,1pRq2, on a

φpUV ᵀq “ AUV ᵀB.

16. Conclure que pour toute matrice M PMnpRq, on a φpMq “ AMB.

On montre de même que si à la question 11 on avait supposé U1 � U2, alors il existe des

matrices inversibles A et B telles que φpMq “ AMᵀB.

Ainsi, tout endomorphisme de MnpRq conservant le rang est de la forme M ÞÑ AMB ou

M ÞÑ AMᵀB, avec A et B inversibles.

˛
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