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Travail demandé :

Il vous est demandé d'étudier puis de
à travers un exposé de synthèse d'une
minutes.

présenter le(s) texte(s) joint(s)
durée comprise entre 15 et 20

Si l'étude de la totalité du dossier et la préparation d'un exposé
cohérent dans la durée impartie ne vous paraît pas possible, vous pou-
vez décider de vous limiter à une partie du dossier.

Remarques générales :

1. Les textes proposés, quelle que soit leur origine, peuvent présenter
des défauts (coquilles typographiques, négligences ou sous-entendus de
l'auteur, voire erreurs. ..) q,ri, sauf exception, n'ont pas été corrigés.

2. Les textes proposés peuvent contenir des exercices qu'il n'est pas
demandé de résoudre. Néanmoins, vous pouvez vous aider des énoncés
de ces exercices pour enrichir votre exposé.

3. Vous pouvez annoter les documents qui vous sont fournis. Vos an-
notations ne seront pas regardées par I'examinateur.

Remarques particulières :

1. Dans l'étude du texte, on pourra se limiter à ne considérer que
des matrices à coefficients réels. Dans ce cas, une matrice hermitienne
est symétrique.

2. On note ici K le corps des réels ou le corps des complexes. Soit
ll ' ll une norme sur K'; on rappelle que I'application qui associe à une
matrice M e ,Al"(K) la quantité max{llm@)ll;l l"ll - 1 définir une
norme sur Mn(K) qu'on appelle norme subordonnée à ll ll ; une norme
l/ sur .M"(K) est apperée subordonnée s'il existe une norme sur K" à
laquelle N est subordonnée.
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3. Soit M € "lt4"(K). On appelle spectre de M l'ensemble des zéros
complexes de son polynôme caractéristique et on appelle rayon spectral
de M , noté p(M) le maximum des modules des valeurs propres de M .

4. Le Théorème de Householder, cité dans le document (p. 100), af-
firme que pour toute matrice M e Il"(K) et tout réel e > 0, il existe
une norme subordonnée ly' sur M"(C) telle que .n/(M) a p(tw) + ..

5. Une matrice M est dite à diagonale fortement (resp. strictement)
dominante si on a

Y i , l M o , l > I l M o i l ,
ifi,

où l'une au moins des inégalités est stricte (resp.
sont strictes).
Une matrice M € Il"(K) est dite irréductible s'il
t i t i on  non  t r i v ia le  {1  ,2 , . . . , n }  -  I  t )  J  où  Mu :
( i , j )  e  I  x  J .

toutes les inégalités

n'existe pas de par-
0 pour tout couple
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Chapitre 9

Méthodes itératiues
de résolution de pnoblèmes linéaires

Dans ce chapine, le corps de base est K = lR. ou C.
Le calcul direct de la solution d'un système linéaire de Cramerz4-r = b, parexemple

par la méthode de Gaussl, est assez coûteux, de I'ordre de n3 opérations. Il présente
aussi plusieurs inconvénients. D'une part, il ne tire pas complètement parti de la
présence éventuelle d'un grand nombre de zéros dans la matrice A; il est pourtant
fréquent que la matrice, de taille n x n, n'ait que O(n) termes non nuls, au lieu de
O(nz). D'attne part, le calcul d'une décomposition LU est assez instable, dans le
sens où les erreurs d'arrondis produites par le calculateur sont amplifiées au cours
des étapes du calcul.

Pour ces raisons, on utilise plutôt en pratique une méthode itérative pour calculer
une solution approchée f", au lieu d'une solution exacte. Ces méthodes profitentplei-
nement de la structure creuse de A. Le nombre d'opérations à réaliser est O(am), où
a est le nombre de termes non nuls dans A. Le choix de m dépend de la précision de-
mandée, mais il n'est jamais très grand car l'erreur llf" -xll avec la solution exaeta x
est de I'ordre de cste.ftn, où È < 1 dès lors que la méthode est convergente. Typique-
ment, une dizaine d'itérations donnent un très bon résultat et alors 0(l0a) << 0(n3).
Un autre avantage des méthodes itératives est de réduire les erreurs d'arrondis, au lieu
de les amplifier.

1. Ou par toute autre méthode directe.
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Principe général. On choisit une décomposition de A sous la forme M - N et l'on
réécrit le système, supposant que M est inversible :

x -M- r (Nx+b) .
Choisissant alors une première solution approchée -r0 € K', qui peut éventuellement
être très médiocre, on construit une suite (/).ex par récurrence :

{*r - M-t (tt{ + b). (e.1)
Dans la pratque, on ne calcule pas explicitement M-1, mais on résout des systèmes
linéaires Mf"+l - . . .. Il est donc important que cette résolution soit peu-coûteuse.
Ce sera le cas lorsque M est triangulaire; dans ce cas, I'inversibilité de M se lit sur sa
diagonale, les coefficients diagonaux doivent être non nuls.

9.1 CRITÈRE CÉruÉNNI DE CONVERGENCE

Proposition 9.1.1. Une méthode itérative est convergente si et seulement si
p(M-tlD < 1.

Démonstration Si la méthode est convergente, alors, pour b = 0,
lim (M-'N)*ro - 0,

m-++æ

pou: tout -ro € K". Autrement dit.
l im (M-'N)* - 0.

m---++æ

D'après le corollaire 4.4.1., cela implique p(M-tN) < 1.
Réciproquement, si p(M-|N) < 1, alors

de sorte que

lim (M-tN)* - 0,
m--++æ

{ - A-tb = (M-'N)^(*o - A-rby -- o.

De manière plus précise, si ll . ll est une norme sur K',
yt" - t-tuy < ll(,vr-trs)'ll lkO - A-tbll.

D'après le théorème de Householder, il existe, pour tout e ) 0, une constante
C(e) < oo telle que

D

nf" - A-tbll < c(e) ll"o - xll(p(M-tN) + e)^

A-1

Définition: Supposons que A et M soient inversibles,  A = M - N. On dit qu’une 
méthode itérative est convergente si pour tout couple (x  , b) la suite (x   ) 
converge vers A  b lorsque m tend vers l’infini.

m0
-1
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Dans la plupart des cas (en fait lorsqu'il existe une norme induite vériflant
llU-tN11 - p(M-tN)), on peut choisir e = 0 dans cette inégalité, de sorte que

11* - e-t u11 - o(p(M-t N)^).
Le choix d'un vecteur -f de sorte que .f - A-1à soit un vecteur propre associé à
une valeur propre de module maximal, montre que cette inégalité ne peut pas être
améliorée en général. Pour cette raison, on appelle taux de convergence de la méthode
le nombre (positifl sinon la méthode ne converge pas)

r := _ logp(M-tN).

De deux méthodes convergentes, on dira que la première converge plus vite que la
seconde si 11 > rz,pr exemple, elle converge deux fois plus vite si 11 - 2r2.En
effet, avec une erreur de I'ordre de p(*t-tt't)* - exp(-mr), on voit qu'il faut deux
fois moins d'itérations pour parvenir à la même précision garantie.

9.2 QUELQUES MÉTHODES COURANTES
Il y a ûois méthodes principales, dont la première n'a qu'un intérêt historique ou
théorique. Chacune utilse la décomposition de A en sa partie diagonale D et ses
parties triangulaire inférieure -E et supérieure -F :

A * D _ E - F -
-F

-E

Dans tous les cas, on suppose que D est inversible: les coeffrcients diagonaux deA
sont non nuls.

9.2.1 Méthode de Jacobi

Onchoisit M = D etdonc N - E+F. Lamatricedel' itérationest.I:= n-r(Z+f).
Connaissant le vecteur {, on calcule les composantes du vecteur {*r par les for-
mules

Jn+l _,/1u i

9.2.2 Méthode de Gauss-Seidel
On choisitM = D - Eet donc N = F. La matrice de l'itération est G := @ - n1-t p
(qu'on ne calcule jamais explicitement). Le calcul des solutions approchées se fait

dr)
( d 1

*(''-r't)
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par une récurrence double,

#*t =

Le changement, pff rappo
dernières valeurs calculées

slJr m d'une part, sur i € {1,. . . ,n} d'autre part :
., / i-r j=n \

: lu,- t o,jq*' - t auq Ian 
\ 7t i=i+t /

rt à la méthode de Jacobi, est qu'on utilise toujours
de chaque coordonnée. .

/  i _ I  j = n  
/ r  \  \t i '*' = ' I u, -t aijq*' - t aijq + (:- t) ,,ril' au 

\ i=r i=i+r 
r \ar , /

En I'absence d'hypothèse complémentaire, relative à la matrice A,le
concernant la convergence est le suivant :

les

9-2.3 Méthode de relaxation
on peut vouloir améliorer la méthode de Gauss-seidel en cherchant une < meilleure >>
valeur approchée des x; (avec j < i) lors du calcul de f1. Au lieu d'être simplement
{, comme dans la méthode de Jacobi, ou $*1 , comme dans celle de Gauss-Seidel,
cette meilleure valeur dewait être une interpôlation de ces deux-ci (nous verrons qu'il
s'agit plutôt d'une extrapolation). C'est ce quijustifie le choix de

M = l D - n '  * = ( ! - ' ) ' * " 'u \ & ) /
où rar € c est un paramètre. celui-ci reste en général constant au cours du calcul. La
matrice de l'itération est

L,:- (D - ri.n1-t1qt - a)D + otF).
La méthode de Gauss-Seidel est un cas particulier, avec @ = | : Lr = G. Une atten-
tion toute particulière doit être accordée au choix de ar, afin de réaliser le minimum
de p(Lr). Le calcul des solutions approchées résulte à nouveau d'une récurrence
double:

seul résultat

Proposition 9.2.1. si la méthode de relaxation cotwerge pour une matrice A e Mr(c)
et un paramètre a e C, alors

l a r - l l < 1 .
Autrement dit, il est nécessaire que @ soit dans le disque dontl0,2[ est un diamètre.
Démonstration. Si la méthode est convergente, on a p(L,) < l. Cependant,

de((l - a)D + ofi) de((t - ar)D)det Lu = -'det@:;D- = 
Ë 

= (1 - ar)'.

Ainsi,
p (L , )  >  ldet  L , l t / '  -  l t  -  ,1 . D
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9.3 DEUX CAS DE CONVERGENCE
Dans cette section et la suivante, nous montrons que des hypothèses simples et na-
turelles sur A entraînent la convergence des méthodes classiques. Nous comparons
aussi leur rapidité.

9.3.1 Cas à diagonale dominante
On suppose ici que I'une des deux propriétés ci-dessous est satisfaite :
1. A est à diagonale strictement dominante;
2. A est irréductible, à diagonale fortement dominante.

Proposition 9.3.1. Sous I'une ou l'autre des hypothèses (1) ou (2), la méthode de
Jacobi converge, ainsi que la méthode de relaxation avec @ €]0, 1].

Démonstration.

avec une inégali égalités strictes
si (1) a lieu. Le théo p(J) < 1.
Méthode de relaxation. € C une valeur propre
non nulle de Lr. C'est une

det(( I - o F ) = 0 .
Ainsi, À+ot-I
lorsque A I'est.

est valeur propre de A' : j +F). Cette matrice est irréductible
Le théorème de Gerschg ontre que

l À +  r -  r l ^ ( m a x  { +I la;;l lo,À +
)

; 1 ( i . - ( n r .
)

(e.2)

Si lÀl > 1, on en déduit

lÀ ', - 1l ( max

Dans le cas , il vient
l À + r o - l l < r l ^ 1 ,

d'où)Xl < 0 , c e q u
eyL6ne contradiction. Dans le cas (z),le théorème de Gerschgôrin dit queI'inégalité

{  , l t l
lE;lt l o , À ; r ( i ( n

j+i

n

e oe JacoDl. La matnce J - I)- L (E + É') est clairement irréductible si A l'e

icte au moins sous I'hypothèse (2) ettoutes les)
de Gerschgôrin permet de conclure

suppose que t) €10, 11. soit

^)D + ÀoE

.2) est stricte. On conclut de la même facon.

Admisse.
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9.3.2 Cas d'une matrice hermitienne définie positive

Commençons par un résultat intermédiaire.

Lemme 9.3.1 Si A est hermitienne définie positive, ainsi que M* + N (dans une dé-
composition A = M - N), alors p(M-rN) < l.

Démonstrati.or. Remarquons tout d'abord que M* + N = M" + M - Aest nécessai-
rement hermitienne lorsque A I'est.
Il suffit donc de montrer que llM-lN.rllo < llrllo pour toutr € Cn, non nul, où on a
noté ll . lla la norme associée àA :

l l " l lo =\m.

Nous avons M-1Nx = x - y aveÇ ! = M-t Ax.Ainsi,

l lM-t t t*ll| = ll.lli - y* Ax - x* Ay + y* Ay
= lllli - y* (M* + N)y.

On conclut en remarquant que y n' est pas nul, donc y* (M* + N)y > 0.

Cette preuve donne un résultat un peu plus précis que celui qui était annoncé : en
prenant le supremum de llM-t Nxllt sur la boule unité, qui est compacte, on obtient
llM-tNll < l, pour la norme matricielle induite p- ll ' ll,+.

L application essentielle de ce lemme est

Théorème 9.3.1. Si A est hermitienne définie positive, la méthode de relaxation
corverge si et seulement si la - I | < 1.

Démonstratian. On a vu à la proposition 9.2.1. que la convergence entraîne
l, - ll < 1. Voyons la réciproque. On a E* = F et D* = D, desorte que

M* + N = ( ! *l - t) p = !-)9-JÎp.
\@(, (') / laf

Comme D est définie positive, M* + N l'est si'et seulement si lar - 1l < 1. tr

En revanche, le lemme 9.3.1 ne s'applique pas à la méthode de Jacobi, puisque
I'hypothèse (A définie positive) n'entraîne pas que M" + N = D + E + F le soit. Nous
verons en exercice que cette méthode diverge pour certaines matrices A € HDP",
bien qu'elle converge lorsque A € HDP, est tridiagonale.

D
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9.4 CAS TRIDIAGONAL
Nous considérons ici le cas des matrices A tridiagonales qu'on rencontre fréquem-

des équations aux dérivées partielles paî
d'éléments finis. La structure générale de

ment dans le traitement
de différences finies ou
vante :

des méthodes
A est Ia sui-

;l
Autrement dit, les coefficients a;1 sont nuls dès que V - 4 > 2.

Éventuellement, ces matrices sont tridiagonales par blocs, c'est-à-dire que les
a4 sont des matrices, les blocs diagonaux étant des matrices carrées. Dans ce
cas, les méthodes itératives doivent aussi s'écrire par blocs, la décomposition
A = D - E - F élant faite par blocs. Les méthodes itératives correspondantes
nécessitent l'inversion de matrices de petites tailles, à savoir les a;;, qu'on réalise
par une méthode directe. Nous ne détaillerons pas ici cette extension des méthodes
classiques.

La structure de la matrice permet d'écrire une relation algébrique fort utile :

Lemme 9.4.1 Soit p, un nombre complexe non nul et C = Co + C- + Ca une matrice
tridiagonale. Alors

x x l

ll

0

ô O ,/lv J

d e r c=de r (a  + ! c -

Démonstrstion Il suffit de noter que la matrice C est conjuguée à

1
C o +  ̂  C - * F C * ,p

par la matrice de changement de base

Q p = [  

p
0

tr

p2



Appliquons le lemme au calcul du polynôme caructéristique P, de Lr. On a

(det D)P,(^) det((D - @E)(À1,- L,))

det((ar + ^ - I)D - oF - ÀoE)

= det

pour tout /o non nul. Choisissons po

Finalement,

Lemme 9.4.2 Si A est tridiagonale et D i

Pr(pz) = (ttoù'Pt p

ibt

. . 2

Commençons par analyser un cas simple, celui de la méthode de Gauss-Seidel,
pour laquelle G = Lt. Nous obtenons :

Proposition 9.4.1. Si A est tridiagonale et D inversible, alors
I) PG6') = X"PilX) ;
2) p(G) = p(J)z ;
3) laméthode de Gauss-Seidel cowerge si et seulement si celle de Jacobi cotverge ;

de plus en cas de corwergence, la méthode de Gauss-Seidel converge deuxfois
plus vite que celle de Jacobi;

4) le spectre de J est pair : SpJ = -SpJ.

Démonstration. La formule l) découle du lemme 9.4.2. Le spectre de G est donc
formé de À = 0 (qui est de multiplicité l(n + I) l2l at moins) et des carrés des valeurs
propres de J, ce qui prouve 2). Le point 3) en découle immédiatement. Enfin, si
p € SpJ, alors P/1t) = 0 et aussi Pc0"2) = 0, de sorte que (-p)"P/-tù = 0.
Finalement, P/- l.r) = 0, ou bien ,rr. - 0 = - p, auquel cas P1(- trt) est quand même
nul.

Nous retournons au cas général, avec une hypothèse supplémentaire : le spectre de
.,/ est réel et la méthode de Jacobi converge. Cette propriété est, par exemple, satisfaite
lorsque A est hermitienne définie positive, puisque le théorème 9.3.1 et la proposition
9.4.1 . assurent la convergence de la méthode de Jacobi, et puisque ,I est semblable à
la matrice hermitienne D-1/2(E + nD-1/2.

tô6

(,, .

u t  pn '

À - r)D - poF- l9E) ,p /

importe quelle racine carrée de À. Il vient

(det D)P,(*tz) = det((ar + p2 - DD - po(E + F))

le, alors

| + tt - 1

inve

)p(t)

r,s

( ,

u
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Nous choisissons aussi a.r réel, c'est-à-dire ar el},2t,compte tenu de la proposition
9 .2 .l . I-,e spectre de .I est donc constitué des valeurs propres

{ À, = p(J} < 1,,
d'après la proposition 9.4.r. outre la valeur propre nulle, qui n'entre pas en rigne deco^mpte pour le calcul du rayon spectral, res valeurs propres de ,c, sont les nombres
û+, on ltra-t Fa+ sont les racines de

lt' *, - | = p,toÀa1 1 ( a ( r.

En effet, prendre -tro aa lieu de Ào fournit les mêmes valetns pla.
Notons Qt,,(X) le polynôme X2 + o _ 1 _ XaÀet définissons M(a, À)comme lemaximum des modules des deux racines de e\,. si a := az Àz + 4(r - ;) est négatif,

les racines de Qtt,q.sont complexes conjugées, de module lo _ 1l/z'. On a donc
M@t, À) = I. - llr/2 < 1. Dans le cas contraire, les racines sont réelles distinctes.supposant À positif (voir pourquoi plus haut), leur somme arÀ est positive, de sorteque I'une d'elles, la plus grande en module, est positve. De prus, i'une des racinesau moins est dans I - 1, l[ puisque leur produit ar - 1 est de module strictementinférieur à 1. Enfin, QI,,,O)Q@GD = ,\t - ^\ > 0 montre que 1 - t, t1 contienrun nombre pair de racines.

Enrésumé, s iA > 0etÀ e [0,  l [ ,  lesdeuxracines dee\rsontdans]  _ l ,  l [ ,  laplus grande étant M(a,À). De plus, M(o4 À) ) lo _ t1t /2.
Montrons maintenant que À -> M(o, À) est une application croissante sur [0, l[.Soit 0 ( À < q < L Si az À2 + 4(t - ar) < O, on sait que ù( a, À) = la _ ll,/z { M(a, rt).Si au coqtraire a2 À2 + 4(l - al) > 0, notons F_ 1 tr+ = M(ot,,À) les racines de et,r.Nous avons Q,r,,O) = 

?(l - tù > 0, tandis que en,,et*) = F+a\À- z) a O, a"sorte que Qq,a anne racine dans lM(a,À),1[, c'est_à_'dire M(tt,a) > U(à,D.
- On en déduit que le rayon spectral de L, vaat M(r, p(J))z. C,est ce nombre qu,ilfaut rendre le plus petit possible en ajustant convenabrement ar €10,2[. pour cera, onremarque que, tant que Ls := tt2 p(J)z +4(l _ a) est positif, p := M('r,- p(J)) satisfait :

à t t(2p. - ap(J))fr *, - rrp(J) = O.
Comrne 2,uc est supérieur à la somme ap(J) des racines et puisque p, p(J) € [0, I [,on en déduit que &, r--+ Mko, p(J)) est décroissant sur I'intervalf" a"tô, àJ'aenni pu,At è O, qu'on note 10, ar7[. On a

1 -
tD1

En effet, le trinôme
@ = 2 .

pg)2 € [ 1  , 2 [ .l + - p(Dz
Lt a deux racines réelles positives situées de paftet d,autre de



Sur lat,,2l, oJr a MQo, p(D)z = lc,t 1l = o l,
(') è M(a, p(D)z, qui est continu, atteint son minimum en

1 -
@ 1  - I =

Notons aussi que M(a, p(J)) est toujours inférieur à un. Finalement :

rïiéorème 9.4-1. on suppose que A est trtdiagonale, D est inversible et J n,a que des
valeurs propres réelles, toutes dans ] - 1, l [. On suppose en ouffe que a e R.

Alors la méthode de relaxation converge si et seulement si a €)0,21. De ptus, te
taux de colvergence est maximal pour le paramètre

1 +

0)1 i=

Ie rayon spectral de Lrt étant

( a t  -  1 = ) 1 -

1 + € n ,21,,

1 -
= (

1 + p(J)

u analyse qui précède est traduite dans la figure 9.1.
Remarque. La méthode de Gauss-Seidel n'est donc pas en gén éral la plus
performante ; on n'a ot1 = I que lorsque p(J) = 0, alors que dans la réalité,
p(J) est proche de l'unité. C'est par exemple le cas lorsqu'on résout une EDP
elliptique par la méthode des éléments finis.

Pour des valeurs de p(J) qui ne sont pas trop proches de I'unité, la méthode
de relaxation avec le paramètre optimal rr, bien qu'elle améliore la rapidité
de convergence, rr'îpas une supério."jté écrasante. En effet,

p(G)l p ( r \ - ( r + \Æ - p7ry\' \ * a t )  \ .  
,  V  r  - | r \ . t  

/

reste compris entre 1 (pour p(J) tendant vers I ) et 4 (pour p(J) - 0), de sorte
que le rapport log P(Lr,)llogp(G) reste assez petit. En revanche, dans le cas
réaliste où p(/) est proche de I'unité, on a

log p(G) / loe p(L,,) ,-., I
\/2

qui est très petit. Le nombre d'itérations à mener pour garantir une certaine
précision est multiplré par ce rapport quand on remplace la méthode de Gauss-
Seidel par la méthode de relaxation avec paramètre optimal.

t o 8
qui est croissant. Ainsi,
@1, ca minimum valant

- p?)z
pQ)2

pg)2

pu)2 r - p(J)z
pQ)2

- p(J),
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p(L,)

I

@1 -

Figure 9.1 p(L,)  dans le cas tr id iagonal.

9.5 MÉTHODE DU GRADIENT CONJUGUÉ
Nous présentons ici la méthode du gradient conjugué dans le cadre qui lui sied le
mieux, à savoir celui des systèmes Ax = b où A est réelle symétrique définie posi-
tive (A e SDP). Comme nous le verrons, c'est une méthode directe, au sens où elle
fournit la solution ï en un nombre fini d'itérations (au plus z). Cependant, les erreurs
d'arrondis polluent le résultat final et I'on préfère voir le gradient conjugué comme
une méthode itérative dans laquelle un nombre N d'itératons, très inférieur à n, per-
met d'obtenir une bonne approximation de ï. Nous verrons que le choix de N est lié
au conditionnement de la matrice A.

Nous notons (.,.) le produit scalaire canonique sur IR'?. Lorsque A € SDP, et
à € lRu, la fonction

I
x,-- J(x) := U{lx,x) 

- (b,x)

est strictement convexe et tend vers I'infini quand llxll --+ +oo. Elle atteint donc sa
borne inférieure en un point unique -, qui est l'unique vecteur où le gradient de "/
s'annule. Nous noterons r (pour résidu) le gradient de J : r(x) = Ax - â. Ainsi T est
la solution du système linéure Ax - b.

Plus précisemment, si Aï = b et x € IRn, x * x, on a

J(x) = J(x) . :@@ 
- 7), x - x) > J(r). (e.3)

Le gradient conjugué est donc une méthode de descente. Mais elle est loin d'êtrenairc,



t e
9.5.1 Analysethéorique

Soit x6 € IRn. Nous notons eo = )co -1, rg = r(xg) = \Bt. Nous pouvons supposer que
es*O, sans quoi nous connaissons déjà la soluton. Pour/c ) 1, définissons l'espace
vectoriel

1lp:- {P(A)rs lP e RtXl, degP < k - I}, ' l1o = {0}.
Dans'Jl*+r, ?lr est de codimension 0 ou l. Dans le premier cas ,Jl**t - 7lr ; il s'ensuit
alors que 17k*2 = A71t+t + Jlk*t = A71p + H* = 'Jlt*t = H* et donc, par récurrence,'llt = 'll* pour tout m ) k. Notons / le plus petit indice tel que 'llt = 'Jl*r. Pour
k < 1,11* est donc de codimension un dans '11*+t,tandrs que, si k 2 l,Ht = H**r.ll
s'ensuit que dim?lp = k si k ( /. En particulier, / ( n.

On peut toujours trouver, par le procédé d'orthogonalisation de Gramm-Schmidt,
une baseA-orthogonale2 (c'est-à-dire telle que (Api,p) = 0 si i *j) {po, . . . ,prt} de'|l1,telle que {po . . . ,pr,-t} soit une base de hfiç euand/c ( /. Les vecteurs p;, qui ne
seront pas choisis unitaires a priori, sont définis, de manière unique à multiplication
par un scalaire non nul près, par

Pr €T7wt, PrLe'l lr.
Le signe J-6 indique I'orthogonalité pour le produit scalaire défini par A. On dit que
les vecteurs p; sont deux à deux conjugués (sous-entendu, pour le produit scalaire
induit parA). C'est l'origine du nom de la méthode.

La fonction quadratique,l, strictement convexe, atteint sa borne inférieure sur I'es-
pace affine xo + 1ln en un vecteur unique, que nous notons -q.. Cette notation est
cohérente pour k = 0. Si -x = y + ypk € llr*t avec y € H*, on a

J(x)  = Jfù+E(x-x)
= J(1) + E(y -' ) + yzÛ(pù + y(Ap2,y -7)

J QD + yz E@1; - y(Apr,,,i),

puisque (An,ù = 0. Ainsi, la minimisation de "/ sur 'Jlr+r rcvient à celle de J sur ]l*
et celle de yzE(p1) - y(AW,i) sur lR. On a donc

xk+r - x1ç € ]Rpr. (e.4)

Par définition de /, il existe un polynôme P non nul de degré / tel que P(A)rs = Q,
c'est-à-dire AP(A)es = 0. Supposons que P(0) soit nul. Alors P(X) = XQ(X) avec
degQ= / - l. On adoncAzQ(A)eo = 0. Mais commeA est symétrique, donc diago-
nalisable,A2w = 0impliqueAw= 0. On adoncAQ(A)qI=0,c'est-à-dire Q(A)ro -0.
Mais cela contredit le fait que dim'|lçr = I - l. Ainsi, P(0) * 0 et l'on peut suppo-
ser que P(0) = l. Alors P(X) = | - XR(n,où degfi - I - l. Soit z := P(A)eo.
Onaz  -  eo  R(A) ro  € es+ ' l l t .MusAz  -  P (A) ro  =  0mont reQuez  =  0 .

2. On doit distinguer dans cette section entre les deux produits scalaires (., .) et (A., .).
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Autrementdi t ,e6 € 7{6ou encorex € xs+717.Réciproquement,s i f t  (  /et
7 € x{ +'Jlr, alors eo e'}1*, c'est-à-dire es = Q(A)rç, où deg Q < k - 1. Alors
Qt(A)eo = 0, pour Qr(X) = I - XQ(X). On a donc Qt(A)ro = 0, Or(0) # 0 et
deg Or ( fr, donc k ) l, c' est-à-dire k = l.

En résumé, 7 e xs +'Jlt mais 7 / n + Ttçt. On a donc x; - i et 4, * 1 si k < L

Lemme 9.5.1 Notons À" ) ... 2 It(> O) les valeurs propres de A. Si k { l, on a
E(xr - x) ( E(eo, . 

o"r&X_, Tr ll + \QQ)12.

Démonstration.

E(x r -x )  =  m in {E(x -T ) l xe  xo+ l1 r }
= min{E(eo +y) ly e 71r}
= min{E(( l "+AQ@Deùl  desO< k- I }

1= r^"{l l(t" + AQ@))A\ /2 erl lTl des O < k - I},

où on a utilis é l' égalité (Aw , w) = llA | /2wlll. Ainsi

E(xn - x)

= E(eùdn{p( In * AQ(il)z I des O < k - r},
car p(S) = llSll, pour une matrice symétrique réelle.

On peut déduire du lemme 9.5.1 une estimation de l'erreur E(x* - 1), en majorant
par

o"rËi*l-, ,.fr,ï,, lr + tQ@12 '
Classiquement, ce minimum est atteint pour

U

^,

)

À

eff

Itlvl

1 +

où ar;, - I lTr(0) et 27, est u

T{t)

xQ6cK) - û)kro (2X : 
^l

\  A n -

n polynôme de Tchebych
( cos k arccos t si- {
L chk argch / si

) ?

T ,
1 .

On a alors

,iXi, l1+ tQQ) | = lakl,
et

lrr,l = 1
'*K' ro(H) ch katgch#



uzon a donc E(xn - 1) <

on a lrrl = @h k0)-1
trinôme

Le résultat final est donc

Théorème 9.5.1. Si k < I on a

l, nlz n(eù. Cependanr, si

o :=arsch À' + Àt .- - - e - - -  
^ ,  -  À t  

'

du

T 2 - r À n + ù ,
^ r - À r -

Notant K(A):= llAllzlle-tll, = À,1ù le conditio

e - o - À n + À t -  ^ @-  ̂ " - ^ t - v \ t - À , /  - r -
nnement de A,

+  1 .

tEr- rÆ

on obtient

J re-r

Jre-
1ffi+

Nous notons maintenant rp = r(q) - A(x* _ I). Nous avons vu que 4 _ 0 et querp#O si k < /. En fait rft est le gradient de,I en x1. La minimalité de J-en x1, svr xs+rltentraîne donc que ryrLTlp (pour le produit scalaire usuel). Autrement dit, nous avons(r t ,p j )  = 0si j  < f t .  Cependant,xk- i  e es+1l1rs,éci taussixT,  _ '7 = e(A)esavec degQ ( k, donc implique rp = e(A)rs, d,où ry € Jln*r. Si f'< /, on a doncHk*1 = 7lr @F.r*.
Nous normalisons maintenant p1, (ce qui n,avait pas encore été fait) par

P n - r * e H t .

!n d autre termes, p1 est la projection A-orthogonal e de 4, = r(x*), parallèlement à'|7p. c'est bien un élément de jlr,+t puisque ri e 'rlut, non nut puirque r* / Jr*.on remarquera que 4( est orthogonal a flipour le produit scaraire usuel, mais queplI'est pourA ; c'est pourquoi p1, etrr sont gènéralement différents.
Si i  < Ë-2,nouscalculons 

?(po.  r r , ) , ,p j )  = _(Ar*,p j )  = _(r1, ,Ap) =e.
Nous avons utilisé successivement la conjugaisôn aes pe, ta sy'meri" a",i, le fait queAp1 € 711+z et I'orthogonalité de rlret 1f7,. Nous avons doncpl _ r*L,qHçt de sorteque

E(xr, - x) ( 4E(xs -D ( I
I

pour un nombre ôr convenable.

P k = r k * 6 W ç t (e.5)
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9.5.2 Mise en (ruvre de la méthode
Le point essentiel est la simplicité du calcul des vecteurs rft par récurrence. Tout
d'abord, po = ro = AxT - à. Supposons maintenant eue -!. et pr-l sont connus.
Alors ry, - Axt - b. Si rp = 0, le calcul est terminé. Sinon, les formules (9.4 et
9.5) montrent qu'en fait xy,a1 minimise .I dans le plan xp + IRrr O lRpr-r. On a donc
)ck+r = x,k + dkrk + Frp*t, où les coeffrcients ap, Bp s'obtiennent en résolvant le
système linéaire de deux équations

a1,(Arp,11)+ B1r(Ar1r,p,t-r) + l lrl l l2 = g; a1,(Arp,,p1,-)+ Êr,(Apçt,pt-r) = 0
(on a utilisé (r*,,prr-ù = 0). On a alors ô7, = F*/ax. Noter que a;. n'est pas nul, car
sinon Bp le gerait et 4 aussi.

En résumé, I'aigorithme s'écrit :
- choisir -rs, poserp6 - ro = r(xo) ;- Axo - b;
- pour ft 2 0 avec incrément de un, faire

- calculer rk = r(xk) - Ax* - b. Si rp = 0, alors * = xk i
- sinon, minimiser J(xp + arp + Fp*-ù, d'où ap, Bp;
- définir

Pt +t - rp + ({i l lar)p*t, xk+r = xk * atpr.

À priori, ce calcul fournit la solution exacte t en I itérations. Cependant, I vaut
n en général et chaque itération coîte O(n2) si la matrice A est pleine. Le gradient
conjugué, vu comme méthode diiecte, est donc assez lent. On ne I'utilise donc que
pour des matrices creuses, dont le nombre maximal zr d'éléments non nuls par lignes
est petit devant n. La complexité d'une itération est alors O(mn). Mais même dans
ce cas, c'est une méthode directe assez coûteuse (O(mnz) au total), alors que les
méthodes itératives profitent aussi de la forme creuse de la matrice.

C'est pourquoi on préfère voir le gradient conjugué comme une méthode itérative,
dans laquelle on ne fait qu'un petit nombre d'itération N ( n. D'après le théorème
9.5.1,Ie taux de convergence satisfait

rcc ( -2Iog ,ffe1 -t (e.6)
t M + L

Cette méthode n'est vraiment une méthode itérative que si nr66. << l, car on peut
alors choisirN ( n. Clairement, une conditon suffisante est que K(A) << n2.

Application. Voyons le cas de la résolution par éléments finis du problème de
Dirichlet pour le laplacien dans un ouvert bomé ,0 de lRd :

Lu=fdansO,  a=0surôO.
La matrice A est bien symétrique, reflétant la symétrie de la formulation variationnelle

f
Jn(, ". Yv + fv) dx = 0, Vv € aôtOl.
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Si le diamètre du maillage est ft avec O < h << 1, et si ce maillage est régulier, le
nombre de degrés de liberté (la taille de la matrice) n est de I'ordre de C f hd, où C est
une constante. La matrice est creuse avec m = o(l). chaque itération coûte donc o(n)
opérations. Entn, le conditionnement de A est de l'ordre de c/h2. Ainsi, un nombre
d'itérations N >> llh suffit, ce qui est intéressant dès que d > 2. Curieusement, la
méthode est d'autant plus utile que d est grand, et le seuil I f h est indépendant de la
dimension.

La comparaison des performances des méthodes du gradient conjugué d'une part,
et de la relaxation avec paramètre optmal d'autre part est intéressante. on trouve
deux taux de convergence équivalents, de I'ordre de csteph (par exemple 2rr fn en
dimension d = L). Les deux méthodes sont donc aussi performantes l'une que I'autre
à première vue.

Cependant, la relaxation n'est optimale qu'au prix du calcul de p(J) qui est assez
coûteux. De plus, une sous-estimation de p(J) nuit gravement à l'efficacité de la
relaxation, à cause de la tangente verticale de la figure 9.1.

Enfin, le théorème 9.4.I porte sur la méthode par blocs pour une matrice tridia-
gonale par blocs, sa mise en æuvre demande donc I'inversion explicite des blocs
diagonaux de A, ainsi que le calcul de p(J) pour la méthode de Jacobi par blocs.

Par sa simplicité, le gradient conjugué est donc nettement préférable à la relaxation
lorsque la dimension d du problème de Dirichlet est supérieure ou égale à deux.

Préconditionnement. En pratique, on améliore la performance de la méthode
en préconditionnant la matrice A. Uidée est de remplacer le système Ax - b par
tsABy - tsb, où B est facile à inverser, par exemple triangulaire ori bien diagonale
par (petits) blocs. Si BB est assez proche de A-r, alors le conditionnement de la
nouvelle matrice est plus petit et le nombre d'itérations en est réduit d'autant. Rien
d'étonnant à cela. Lorsque le conditonnement atteint sa borne inférieure K = 1, on a
A'= In et la solution r = b est obtenue sans calcul. Le conditionnement le plus simple
consiste à prendre B - D-1/2. Son efficacité est visible sur le cas (trivial) où A est
diagonale, car la matrice du nouveau système est 1r, le conditionnement étant donc
ramené à un. Notons que la technique du préconditionnement est également utilisée
avec la méthode de la relaxation, car elle permet de diminuer la valeur de p(J), donc
aussi le taux de convergence.

On verra en exercice que, si A e SDP, est tridiagonale et si D - dln @e qud
correspond au préconditonnement évoqué ci-dessus), le gradient conjugué est au
moins aussi rapide que la relaxation avec paramètre optimal, c'est-à-dire

rcc ( rnr.
En fait, cette inégalité est la combinaison de deux inégalités qui sont strictes en gé-
néral (dont (9.6). Le gradient conjugué est donc vraiment plus performant dans ce
cas.


